CHAPITRE 1 GENERALITES SUR LES FONCTIONS

BB Ensemble de définition et réductions
éventuelles

mmmmm |. Ensemble de définition

e Dans R, les intervalles sont les ensembles suivants ot a < b :
—intervalles ouverts : |- ; a[; ]a; b[; 1b; +o[ ;
—intervalles fermés : |- ; al; [a; b]; [b; +[;
— intervalles semi-ouverts ou semi-fermés : [a ; b[; ]a ; b];
— intervalles particuliers :
R=]-w;+o] et D =]a;al=la;al =la;al.
* L'ensemble de définition D, d’une fonction f est I'ensemble des élé-
ments ayant une image par f.
Df={xe R/f(x) existe}.

Remarque : Dy est un intervalle ou une réunion d'intervalles.

mmm 2. Parité d’une fonction

Soit une fonction f définie sur un ensemble D symétrique par rapport a
zéro, c’est-a-dire que pour tout x de D, —x appartient a D.

Parité de f Définition Elément de symétrie
de la courbe €,

Paire f(=x) = f(x) axe des ordonnées
Impaire f(=x) = —f(x) origine du repere

Conséquence : si f est paire ou impaire, alors on peut réduire I'étude de fa R, N D.

mmm 3. Périodicité d’'une fonction

Soit un réel T strictement positif et une fonction f d’ensemble de défini-
tion D.

Le nombre T est une période de f'si, et seulement si pour tout réel x de D,
x+T)yeD etf(x+T1) = f(x).

Conséquence : on peut réduire D a un intervalle d’étude d’amplitude T contenu
dans D.
On peut représenter f sur cet intervalle, puis on obtient toute la courbe en utilisant

N
des translations de vecteur kKT'i avec ke Z.
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Exenyples 4 application
. , 2

0 Réduire I'’ensemble de définition de la fonction f définie par :
f(x) = sinxcos?x.

D(rrrgé comnent?

Indication : on commence par chercher une période pour la fonction f: pour cela on
sait que les fonctions sinus et cosinus sont de période 2m.

Vxe R, f(x+2m) = sin(x+2n)cos?(x +27)

f(x+2n) = sinxcos?x = f(x).
Donc 2r est une période de f, ce qui permet de choisir un intervalle d’amplitude
2n pour étudier f.

Conseil : en cas de parité de la fonction f, il est préférable de choisir un intervalle
centré en zéro donc, ici, l'intervalle [-r ; 7).

Vxe [-m;n], -xe [-n; 7] et f(-x) = sin(-x)cos2(-x)

soit  f(-x) = —sinxcos?x = —f(x).

La fonction f est donc impaire.

On peut en définitive réduire l'intervalle d’é¢tude de fa [0 ; «].

Conséquences : si on appelle I'; la représentation de f pour x € [0 ; n], par symé-
trie de I'; par rapport a I’origine O du repere on obtientI'y. La courbe I'; U T, est
donc la représentation de f pour x € [-7 ; 7]. S

La représentation de f, sur R s’obtient par des translations de vecteurs (k2x)i de
rLur,,avec ke Z.

x2+1

, x

Etudier la parité de f et réduire si possible son ensemble d’étude.

@ Soit la fonction définie par f(x) =

porr\(yé commentt
Indication : il faut commencer par déterminer ’ensemble de définition de f.
f(x) existe si et seulement si x3—x=0 soit (x#1 et x#-1 et x=0) donc:
D= l-co; =1[U]-1;0[U]0; 1[U]L; +eof.
On remarque que Dy est symétrique par rapport a 0, donc on peut étudier la
parité de f.

_ N (-x)2+1 _ x2+1 _ . _
(Vxe Dy) (-xe Dy et f=x) = EnEEE S i f(x); donc la fonc

tion fest impaire.
On peut réduire ’ensemble d’étude a 0 ; 1[U ]1 ; +e .
\_ J
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I3 Variations et opérations sur les fonctions

mmsmmm 1. Variations d’une fonction sur un intervalle

Soit une fonction f définie sur un intervalle I de son ensemble de définition.

Définitions
(Vxel) (Vx'el)

Variations de [

f croissante sur I x<x=f=<fx)

fdécroissante sur I | x <x’= f(x) = f(x")

s 2. Extrema d’une fonction

Soit une fonction f définie sur un intervalle I de son ensemble de définition D.

Extrema de f'sur I Définitions
(Vxel)
M est le maximum de [ sur I foo=M
m est le minimum de f sur I fxy=m

Remarques : si 1 = D, alors l’extremum est absolu, sinon il est relatif ou local.
Si M ou m existe, alors il existe un réel x, de I tel que f(x,) = M ou f(xy,) = m.

s 3. Opérations sur les fonctions

Opérations Les fonctions fet g Définitions
sont définies sur [ (Vxel)
Addition f+g (F+9(x) = fx) +g(x)
Multiplication par _
un réel non nul kf (k) = kfeo
Multiplication fxg (fx8)(x) = f()xg(x)
Composition hof foel
(hof)(x) = hlf(0]
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s 4. Variations et opérations sur les fonctions

e Si les fonctions f et g ont méme variation, alors leur composée est crois-
sante, sinon elle est décroissante.

¢ Si les fonctions f et ¢ ont méme variation sur un intervalle I, alors leur
somme a méme variation que chacune d’elles.

e Si les fonctions f et § ont méme variation et sont strictement positives sur
un intervalle I, alors leur produit a méme variation que chacune d’elles.

keR |f/etk>0|f\etk>0|f\etk>0|f\etk<O

) EMW\,&[{ A ﬂ,ﬁlphmfum
Soit la fonction f définie sur [—g ; g} par f(x) = sin’x.
Décomposer f en fonctions usuelles pour étudier ses variations.
porrgé commentt

fi(x) = sinx ; xe [—g ; g} .

folx) = x2;xe [-1;1]

On peut écrire [ = f,of; avec

est croissante sur —E;T—E etf;: —T—E;E —[-1; 1];f, estdéfiniesur [-1 ; 1].
! 22 7272 2

fl -1 /9/

Or sur [-1; 0], f; est décroissante donc f, o f; est décroissante sur [—g ; 0} ;etfy

croissante sur [0 ; 1] donc f, o f; est croissante sur [0 ; g}

X -1 0 1

. 1\0/1
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BER Comparaisons et positions relatives
de deux courbes

s |. Majoration et minoration de fonctions

Soit une fonction f définie sur un intervalle I de son ensemble de définition.

Définitions
(Vxe )
M est un majorant de [ foysM
m est un minorant de f fy=m

Remarque : tout extremum est majorant ou minorant d’une fonction sur un inter-
valle, mais la réciproque est fausse.

Autrement dit, un majorant ou un minorant n’est pas nécessairement atteint.

Une fonction f est bornée sur un intervalle I, si elle est a la fois majorée et
minorée.

== 2. Positions relatives de deux courbes

On appelle représentation graphique de la fonction £, 'ensemble des points
de coordonnées (x ; f(x)) dans un repere (O ; ? ;) quand x décrit D.

Etudier la position relative de deux courbes représentant deux fonctions f
et g revient a étudier le signe de la différence f(x) - g(x).

Si f(x)-g(x)>0, alors f(x)>g(x) ce qui signifie que 6, est strictement
au-dessus de 6.

Si f(x)-g(x) <0, alors f(x) <g(x) ce qui signifie que 6, est strictement
au-dessous de 6,.

Si f(x) = g(x) pour certaines valeurs de x, alors 6, est 6, ont des points
communs pour chacune de ces valeurs.

s 3. Construction d’une courbe a partir de celle d’'une
fonction de référence

Soit f une fonction de référence définie sur un ensemble D et représentée

> >
dans un repere (O ; i, j) orthonormé.
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Fonctions Conditions Transformations permettant
définies par d’existence de passer de 6y a 6,
9
gx) =fx)+b xe D Translation de vecteur bj .

>
gx) = fx-a) (x—a)e D | Translation de vecteur ai.

>

g(x) = -fx) xe D Symeétrie d’axe (O; i).
Sur DNR,, 6,=%

- D + 7 f/

30 = Ife xe sur DN R_, symetne d’axe (O; )
g est paire, donc :
sur DNR,, €,=6,=T;

8 = (b e D sur D N R_, symétrique de I par rap-

port a l'axe (O; 7).

Emwk A ftff[bpﬂﬂ)m

s
Soit la fonction f définie sur R par :

x-1

2+l

Etudier les positions relatives de la droite A d’équation y = —2x+35 et de la
courbe € représentant .

fx) = -2x+5+

parrgé commentt
Indication : étudier les positions relatives de la droite A et de la courbe € revient a

étudier le signe de f(x) - (- 2x +5) = ;(2111’

Le signe de cette différence est celui de x — 1 car x>+ 1> 0.

®Si x-1>0 c'est-a-diresi xe 11 ; +eo[, alors f(x)—(-2x+95)>0,
donc 6 est strictement au-dessus de A pour x e |1 ; +oof.

®Si x-1<0 c'est-a-dire si xe ]—oo ; 1[, alors f(x)-(-2x+5)<0,
donc 6 est strictement en dessous de A pour x e ]—c ; 1].

\- Si x = 1, alors 6 et A ont le point A(1 ; 3) en commun.
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Symétries de la courbe représentative
d’une fonction

mmmmm 1. Centre de symétrie d'une courbe

32

Soit Q(a ; b) un point situé dans un repere orthonormé (O ; i, j). On
veut prouver que Q est centre de symeétrie de la courbe représentative d'une
fonction f dont I'ensemble de définition est Dy.

@ Premiére méthode

* D, est symétrique par rapport a a
*heR, (a+h)e Dy, (a-h)e Dy
JJfath+fa-h _ b
2
Alors Q est le centre de symétrie de 6.
® Deuxiéme méthode

> 2 3> 2
® M(x,y)dans (O ; i,j)et M(X; Y)dans (Q; i,))

X = a+X
y=a+Y
> 2
e ¢ a pour équation y = f(x) dans (O ; i,])
et € a pour équation Y = g(X) dans (Q ; ;} 7)

Si g est impaire, alors Q est le centre de symétrie de €.

s 2. Axe de symétrie d’'une courbe

> 2
Soit la droite A d’équation x = a dans un repere orthonormé (O ; i, j).
On veut prouver que A est 1’axe de symétrie de la courbe ¢ représentative
d’une fonction f dont I'ensemble de définition est Dy.

@ Premiére méthode
* D est symétrique par rapport a a
*heR, (a+h)e Dy, (a-h)e Dy
e fla+h) = fla-h)

Alors A est axe de symeétrie de €.
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@ Deuxiéme méthode
> 2 >
e M(x,y) dans (O ; i,j) et M(X; Y)dans (Q; i,j)
avec par exemple Q(a ; 0)
x=a+X
L]
by
>
® ¢ a pour équation y = f(x) dans (O ; i, j)

> >
et € a pour équation Y =g(X) dans (Q; i,j)

Si g est paire, alors A est axe de symeétrie de €.

> . .
Exenple 4 applicacion
4 ri
Montrer que la droite d’équation x = -2 est axe de symétrie de la courbe € repré-\

x2+4x+3

sentant la fonction f, définie sur R par f(x) = Priie e

Dvrrgé comment?
Indication : soit Q(-2 ; 0) l'origine du repére (Q ; ? 7).
> > 2
On considere le point M(x ; y) dans (O ; i,j) et M(X;Y)dans (Q; i,j]).

Les formules de changement de repére sont :
x=-2+X
by
x2+4x+3
X2+4x+6
(=2+X)2+4(-2+X)+3
(-2+X)2+4(-2+X)+6’

La courbe 6 a pour équation f(x) = =y dans (O ; ?, ;), elle a pour

> 2

équation dans (Q; i,j): YV =

X2-1

X242

Y = g(X) = X2-1 g est définie sur R car X2+2 > 0.
X2+2'

soit YV =

_X)2-
Pour tout réel X, -Xe R et g(-X) = 7E7§82+;?
. X2-1
t -X) = &—= = ¢(X).
soit  g(=X) = 35— = 8(X)

La fonction g est paire, donc la courbe € est symétrique par rapport a l'axe
>
(Q; j); c'est-a-dire que la droite A d’équation x = -2 est axe de symétrie de

> 2
€, dans le repere (O ; i, j).

J
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BEH Fonctions usuelles

Fonctions Noms et variations Courbes représentatives
fonction affine a<0
xneax;-b sur R \Ib b>0
acRetbeR
xe R @0 © ‘
a<O0 \
fonction carrée
X ax2 a<0
YR sur R, | sur R_ o
ae R* a>0|_—7 |~y © 0 / ‘\
a<0 \ / a=
fonction cube
X+ ax3
sur R o
R*
e R @20 —7 0 © ’\
a>
a<0 \

fonction racine carrée
x— Jx . .

strictement croissante
xeR, sur R,

fonction inverse
sur R |sur R, a=0 \ J

= A

S
A
o

fonction valeur absolue
X |x
1 sur R_ sur R,
xe R
O]

\/Y

x = Inx . .
148 148
xe R voir page voir page
X expx voir page 184 voir page 184
xe R
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Fonctions Noms et variations Courbes représentatives
fonction cosinus de
X > COSX période 2, ]
xe R paire sur [ ; w], r 0 T
décroissante sur [O ; 7] -1
fonction sinus
de période 2, T
¥ > sinx impaire sur [-7 ; 7], -t 2 O%
. b
xe R croissante sur {0 ; ﬂ, Jr T N
2
L b
décroissante sur b ; n}

Exemple 4 applicacion

(Donner, pour chaque proposmon une ]ustlﬁcatlon qui soit relative a la vanatlon\
d’une fonction usuelle.

1. Si a<b=0, alors a2>b2=0.

2.8 a<b, alors a3 < b3.
3.8 a<b<0, alors 1<l<o.
b a
4.Si O=<a<b, alors 0= .a<.b.
5.8 O0<a<b, alors Ina<Inb.
6.Si a<b, alors e? <eb,
7.8 a<hb, alors —2a+3>-2b+3.
D(rrrgé comment?

La fonction carrée est strictement décroissante sur R_ .

La fonction cube est strictement croissante sur R.

La fonction inverse est strictement décroissante sur R .

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R, .

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R; .

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

La fonction affine x — — 2x + 3 est strictement décroissante sur R.

(N o v & w b =




