CHAPITRE 7 INTEGRATION

BEB Définition et approche géométrique

mmmm 1. Définition

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b].
On considere le domaine délimité par la courbe représentant f, 'axe des
abscisses et les droites d’équations x = a et x = b.

b
L’aire de ce domaine, en unités d’aire, est le nombre réel noté I fx)dx et
appelé intégrale de a a b de la fonction f. a

s 2. Approche géométrique

La fonction f peut étre encadrée par deux fonctions en escalier, 'une majo-
rant f et 'autre la minorant.

L'aire du domaine sous la courbe est donc encadrée par deux suites adja-
centes d’aires de rectangles associés a une subdivision de [a, b]. Si on sub-
divise de plus en plus finement, ces deux suites convergent vers un méme
nombre, ce nombre est I'aire sous la courbe €.
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mmmmm 3. Généralisation

Si f est continue et négative sur un intervalle [a, b], 'opposée de cette
fonction est positive et on peut revenir a la définition précédente.

b b
Si f=0, alors (x)dx =0 et {(x)dx représente une aire.
p

b b
Si f=<0, alors J f(x)dx<0 et I f(x)dx représente 'opposé d’une aire.
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Exenyple 4 application
(On considére la fonction f: x — x2 sur [0 ; 1]. A

On subdivise l'intervalle [0 ; 1] en segments d’amphtude =- Calculer j f(x)dx
en utilisant la définition.

prrrrgé comInent?

Sur [O ; ﬂ, l'aire sous la courbe

est encadrée par celle d'un rectan-

gle d’aire nulle associée a x — 0 et

par celle d’'un rectangle d’aire égale

. 1 (1)2 s (1 )Z

a=x|=| associéa x+—|=|.
n\n n

Et ainsi de suite jusqu’au dernier

intervalle [E—;—l ; 1}, ou laire

sous la courbe est encadrée par

]
1
l'aire du rectangle de largeur 1 et .
" 0 1 2 n-1 1
n n

n-1)? s
de longueur —,;— ) associée a
2
X (ll-;;l) et l’aire du rectangle de largeur % et de longueur 1 associéea x — 1.
Donc l'aire sous la courbe représentant fsur [0 ; 1] est telle que :
1.1 2)2 1

2 1
O+——2><—+...+(£1—_—1) xlsj f(x)dxs—l—le+(— LTINS
n2’ ' n n n o Jy n2"n \n) “n n

L1 1 1
soit $[1 +224+ ...+ (n-1)2] sjo flx)dx < $(1 +22+ ... +n?).,

Indication : On rappelle que la somme des carrés des n premiers nombres entiers

naturels est ﬂ’z—t—l—)()—(-z—r—l—ﬂ-) .

Donc ég(n— H(n)(2n-1)=< Ilf(x)dx < —l—n(n +1)(2n+1),

) 1 1 11 1.
soit 3 2m 6n2<.[ fodx<z+0+ ez
1

or hm(l—1 1):11 (1 1 ——):1
no +e\3 21 6n2 05 +e\3 20 6n2 3’

1
d’ou J‘o f(x)dx = %
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I3 Propriétés des intégrales

s 1. Propriétés

Soit fet g deux fonctions définies et continues sur [a, b].

a b a
0.[ f(x)dx = 0; j f(x)dx = —j f(x)dx.

a a b

b c b
e Relation de Chasles : J f(x)dx = j fix)dx +J fix)dx.
e Linéarité de l'intégrale : (Vooe R) (VB e R)
b b b
[ @f+Bpedx = of foodx+p[ geodx.
e Si fest paire, alors J.a f(x)dx = Zjaf(x)dx.
-a 0

¢ Si fest impaire, alors Ja f(x)dx = 0.

a+T T
e Si fest périodique de période T, alors J. f(x)dx = jo f(x)dx.

s 2. Intégrales et inégalités

Soit fet g deux fonctions définies et continues sur [a, b].

e Si pour tout réel x € [a,b], on a f(x) =0, alors jbf(x)dx = 0.
Conséquence : Si pour tout x de [a,b] on a f(x) < g(ax),

alors Lh f(x)dx < Ijg(x) dx.

e Inégalité de la moyenne
La fonction f étant continue sur [a, b] il existe deux réels m et M tels que,
pour tout réel x € [a, b], on ait m < f(x) <M et alors :

m(b—a) sfhf(x)dx <M(b-a)

s 3. Théoréme de la moyenne

Pour toute fonction fdéfinie et continue sur l'intervalle [a, b], il existe au
b

moins un réel c de [a, b] tel que f(c) = ﬁj fix)dx.

Le réel f(c) est appelé valeur moyenne de f'sur [a, b].
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s 4.Interprétations géométriques

Soit fune fonction continue et positive
représentée dans un repere orthogonal.
e ['encadrement

m(b-a) < J'bf(x)dx <M(b-a)

signifie que I'aire du domaine coloré est
minorée par l'aire du rectangle ABCD,
et majorée par celle du rectangle ABEE

1 b
e L'égalité f(c) = m‘[ fix)dx

signifie que 1'aire du domaine coloré
est égale a celle du rectangle ABGH.

E/\/ﬂw&i A ﬂ,p,p[cpﬂm(m

r
Soit la fonction f définie sur [O ; %} par f(x) = 3x2-2x+1.

Montrer que fest bornée sur [O ; %}, en déduire un encadrement de :

2
I3(3x2—2x+ 1)dx.
0

porryé COMINEnt?

La fonction f est dérivable sur R, donc f’(x) = 6x-2.
Pour 0=x =< %, 6x-2 =<0 donc festdécroissante et par suite :
f@) <fx) =f0) soit % <fn=1.

2

Pour s <x=< 3 6x—-2=0 donc fest croissante et par suite :

Wl =

f@)sf(x)sf@) soit %sf(x)sl. Donc Vxe [0;%}, %gf(x)gl.

D’apreés le théoréme de 'inégalité de la moyenne on a alors :

%(%_0) < Jff(x)dx =< 1@ —0) d'ou :

Wiy
A

[SSIRS)

Ol v~

< j f(x)dx

0
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BER Intégration et dérivation

mmmmm 1. Notion de primitive

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle I et a un réel de I,
la fonction F telle que F(x) = J‘Xf(t) dt est 'unique primitive de f'sur I qui
s’annule en a. !

s 2. Définition d’une intégrale a I'aide de primitives

Soit fune fonction définie et continue sur un intervalle [a, b], F une pri-
mitive quelconque de f.

Le nombre réel F(b)-F(a) est indépendant de la primitive F choisie, on
I'appelle intégrale de f'sur [a, b].

b b
On note J. f(x)dx = F(b)-F(a) = [F(x)} .
a a
Remarque : La lettre choisie pour la variable est une variable muette ce qui signi-

b b b
fie que:J flx)dx = J’ fitydt = I fuydu = F(b)-F(a).

s 3, Intégration par parties

Si u et v sont deux fonctions définies et deux fois dérivables sur [a, b] :

jhu(x)v’(x)dx - [u(x)v(x)}b—jbu’(x)v(x)dx.

a a

GMW les A nlp,pémnm

7
0 Calculer J.4 Inxdx.
1

porrgé comiment?
On ne connait pas de primitive de la fonction logarithme, on utilise une intégra-
1
=1 (x) = =
tion par parties en posant {f(,x) " gon Fe X
g =1 _
g(x) = x.
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Les fonctions f, g sont dérivables et f” et ¢’ sont continues sur [1 ; 4] donc:

J.:lnxdx = [xlnxr—-l.:%xxdx

lenxdx = [xlnx}j—.l.:dx = [xlnx—x}j.

4 4
Remarque : J- Inxdx = [x Inx —x} traduit le fait que x+— xInx —x est une
1 1

primitive de x — Inx.

4 4
J Inxdx = 4ln4-4-In1+1 d’ou J. Inxdx = 4In4 - 3.
1 1

3
9 Calculer le réel I tel que I = J' |x-2|dx.
0

00@(7{? comment?

On commence par écrire | x — 2| sans barre de valeur absolue sur [0 ; 3].

Sur [0; 2], |x-2| = -x+2;
Sur [2; 3], |x-2] = x-2.

2 3
Donc I=J (2—x)dx+J (x-2)dx
0 2

soit :

_ x27% rx? 3 9 . 5
—[2x—7}0+[-2——2x}2—4—2+§—6—2+4dou I_Z

9 Ecrire a I’aide d’une intégrale, Inx pour x réel strictement positif.
Retrouver grace a cette écriture qui est aussi la définition de la fonction In, les
variations de f sur ]O ; +eo[.

porrgé cOMInent?
La fonction In est la primitive sur ]O ; +e<[ de la fonction inverse qui s’annule en
1, donc:

Inx = | —-
1

Par définition d’une primitive d'une fonction, In’(x) = %

Or sur 0 ; +oo[, % >0 donc la fonction In est strictement croissante sur |0 ; +oo[.
L J
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Calculs d'aires et de volumes

mmmm 1. Calcul d'aire

Soit fet g deux fonctions continues sur

le segment [a, b], telles que pour tout W

x de [a, b], on ait f(x) <g(x). L'aire
du domaine D coloré, délimité par les

courbes 6;, 6, et les droites d’équa- D

tions x = a et x = b, est égale au réel v
N
j €

o tel que s = jb[g(x)—f(x)]dx. Ce

réel est exprimé en unités d’aire noté i
u.a.

mmm 2. Calcul de volume

> > >
L'espace est rapporté a un repere orthogonal (O ; i, j, k).
Soit V le volume d’un solide délimité par une surface latérale X et deux

> 2
plans P, et P, parallelesa (O ; i, j) etde cotes respectives a et b.

Soit le plan P parallele a P, et P, de cote z.
Le plan P coupe le solide selon une surface S dont 'aire ¥(z) est telle que

b

z+— $(z) soit continue sur [a, b] et alors V = J. S(z)dz.
a

Le volume V est exprimé en unités de volume noté u.v.

z
b

~4
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Exemples d application

o Calculer le volume V de la boule de centre O et de rayon R, en cm?, dans un
S>3 >
repere orthonormé (O ; i, j, k) d’unités graphiques 1 cm.

z

X

La section de la boule par le plan P de cote z (—R < z < R) estun disque de rayon O’A.
Le triangle OO’A est rectangle en O’ donc O’A? = OA2-0’0? = R?-Z2.

Soit ¥(z) l'aire de ce disque.

Y (z) = (R2-2z2)n dong, en centimétres cubes :

V= TEJ:(RZ—ZZ)dZ = nRZJ._’; dz—njizzdz

R 2R3

A5, = o)

V= %lnR3 cm3.

V= nRZM

Q Soit 6 la représentation graphique de x — e* dans un repére (O ; ?, ;).

Sur [0 ; +o[, la courbe % subit une révolution d’axe (Ox).

Quel est le volume du solide déterminé par les plans d’équations x = 0, x = 1
et engendré par la courbe 6 ?

porrgé COMINEnt?

La section du solide par un plan perpendiculaire a (Ox) est un disque dont l'aire
S(x) est telle que S(x) = m(e¥)? soit S(x) = me2x.
La fonction $ est continue sur [0 ; 1], donc le volume V en u.v du solide est tel que :

V= I:S(x)dx = nj;ezxdx = "Eeﬂ; - T,

d’ou V=g(e2—l)




